Une figure intéressante
Dany-Jack MERCIER -
iUFM
des Anililes et de ia Guyane

Cet articie présente des remargues sur l'exploita-
tion d'une figure particuliérement riche et qui per-
met notamment de justifier aux yeux des éléves de
Troisiéme [introduction de la somme de deux vec-
teurs.

I- Premigres idées autour d’une figure.

Exercice n*1

Orn considéra la figure 1
afl ABCD est un paralié-
logramme st oll 4, B, ©
at £ somt les milisux res-
pectits des segments
(D0}, [AA'], [BB'] et
GG Gluslla ast ia naty-
tea du quadrilatére
ABCD?

La question est délibérément ouverte pour que les investigations des
€idves soient libérées de toute contrainte méthodologicus. Montrer quei'ona
un parallélogramme, c'est utiliser I'une des deux caractérisations qui doivent
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gtre connues d'un éldve de College !

C1: Si les cdtés d'un quadrilatére sont paralitles deux a deux, alors ce qua-
drilatere ¢st un paraliélogramme.
C2: §i les diagonales d'un quadrilatire se coupent en leur miliew, alors ce
quadrilatére est un paraliélogramme.

A ces deux caractérisations, on peut ajouter la caractérisation C3, qui
n'est qu'un leurre en général, Ia condition 3 se démonmrant souvent en véri-
fiant que {BC) est paralléle & (AD), ce qui revient 3 utiliser C1

C3: St ABCD vérific
DAB=ChH.
2) (AB) 1 (CD),
3) 8 et C sont dans le méme demi-plan de frontire (AD)
ators ¢’est un parallélogramme.

Les utilisations de C1, C2 ou C3 sont assez mataisées, Un point de départ
possible est ie quadrifatére A'CC'A.

Démonstration n°L1 : On montre d’abord que A°CC'A est un parallélo-
gramme en utilisant C3. Ainsi [A'C'] et [AC] ont le méme milies 0. De l1a
méme fagon, BB'DD’ est un paraliélogramme et [BD] et [B'D’] auront
méme milieu,

O éwnt le miliew commun aux diagonales fAC] et fBD] du parallélo-
gramme ABCD, on déduit que O sera e miliey de fA'C'] et de {B'D'} et 1'on
peut conchure par C2,

Inconvénient ; on admet ici que A” et C sont dans le méme demi-plan de
frontidre (AC"). Si on le démontre, on alourdit ia démonstration.

L'introduction de fa symétrie centrale par rapport au centre & du parallélo-
gramme ABCD ouvre de nouveaux horizons et permet d’approfondir le lien
existant entre symétrie centrale» et «paralléiogramme», au ceeur du pro-
gramme de Cinquidme,

Démwonstration n®1.2 : Soit O le centre de ABCD. Les symétrigues de C et
D par rapport 3 O sont A ¢t B, D étant le milieu de fCC ] et la symétrie cep-
trale conservant les milieux, B sera le milieu de JAA”] ob A” désigne le
symétrique de C". Par suite A" = A" donc C' et A’ sont symétrigues par rap-
porta (.

On montre, de méme, que O est ie mitieu de f8°D7] et I'on peut conchure
en utilisant C2.
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Dans une classe de Troisiéme oll I"on aurait déia étudié les coordonnées
des . vecteurs, on peut avoir U'idde ¢"une nouvelle démonstration £n reprodui-
sant la figure sur papier quadrillé:

figure 2

Les coordonndes du vecteur ﬁ de Ia figure 2 sont obtenues en valuang

les déplacements horizontaux, puis verticaux, permettant d’aller de A’ en B.
8i {’on note € § le déplacement de | carreau vers la gauche, etc., on voit que
Ton passe de A’ & B par la suceession de déplacements : e 1, 4 2, ce que

I'on traduit en disant que «les ¢oordonnées du vecteur A'B sont

{~ 1, = 2)», Enfin le cours se charge de mentrer que 2 vecteurs sont Egaux si
et seulement si ils omt les méme coardonnées. Alors:

Démonstration n°1.3 : (fig.2)

On passe de A’ 3 B par 1a succession de déplacernents suivants: « 1, 12
suivi de — 3, L0 puis de —» 3, 1 0 | |

Les dépiacenients de B & C ¢t de C & B’ sont identiques puisque

EE#CBH On résume Te trajet de A* & B’ par -3 5, |, 2, ou encore AR
(51"”2)-

En recommengant de D' A C';
~» 3,1 0 puis = 3, { 0 puis - 1, L 2 qui se résume par ~» 5, L 2 ou
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7 en (5. 2). Et I'on déduit A'B' = D'C" . CQFD.

Une idée proche de 1a démonstration n°1.3 serait de calculer les coordon-
nées des milieux des segments [A'C’'J et [B'D'] et de conclure par C2. Cene
idée me parait remarquabie - et & remarquer ! - st elle vient d'un €ldve de
Troisidéme qui me montre, par ce biais, qu’il a compris comment le travail
dans un repére, avec des coordonnées, s'avire un outil puissznt de résolution
de problémes,

Démonstration n®1.4 : Avec des notations évidentes,
Xy ==Xy + 2 Ay

Xar+xe +
A C:-I’*+xc+x5+xp=xa .tn‘
2 2 2

entrainent

.Ic'#—-xc'l'zlﬂ

I |+ '
Ee méme B 2Iﬂ =-x£';xp+xﬂ+xcm£ﬁjé_x'.p-

Do 2AHEC ., fﬁ?ﬂ Et il ne reste plus qu’h recommencer avec

les ordonnées...

Une fagon judicieuse d’employer I'exercice n°1 est de 1'utiliser en
Troisitme pour justifier ['apprentissage de I'addition des vecreurs & ce
niveau.

1 e démonstrations 1.3 et 1.4 nécessitent un bon entrainement dans I'uti-
Hsation des coordonnées. La démonstration 1.4 n’est pas visuelle et demande
A I'élzve de localiser parfaitement les hypothéses et les conclusions €crites
sous la forme d’équations. C'est assez difficile en Troisi¢me. Enfin les
démonstrations géomeétriques «habituefles» 1.1 €1 1.2 ne sont pas perques
comme simples dans une classe de Collége qui risque d'&tre stupéfaite par la
simplicité - et la nouveauté - des arguments de la démonsiration n°1.3.

Il sera en outre facile de viswatiser la preuve au tableau en colorant les
vecteurs €gaux intéressants sur la figure ... et il n'en manque pas !

Démonstration n°L.5:
Monirer que A'B'C'D’ est un paraliélogramme revient & prouver que

—— Pe—

AR =« DC. Ona:
Bulietin ABMEP - 1P 392 - Fdwrigr-Mars 1594

52



A'B =A'B+BR =A'B+ BC + CR
DC =D'D+ DO =D'A + AD+ DC

— — ey el

et on vérifie facilemeni que A'B=B8A =2CD=DC" tandis que

il — e— —

CB «BC=AD=D'A CQFD.

1i- Le déronlement de P’activité en Troisiéme.

Je proposais Vexercice n®! juste aprés avoir travaillé sur la refation de
Chasles. Les él2ves se succédaient au tableau pour compiéter le dessin de la
figure 1, puis apperaissait, imposani, le parallélogramme A’B'C'D", Une
construction aussi simple menart i un résuliat 51 visible ne devait donner lieu
qu' une démonstration simple. Aussi Jes éldves avaient-ifs 10 2 15 minutes
nour justifier un tel paraliélogramme,

a) Mise en commun des résultais,

Les éleves exposent leurs idées et toute la classe en discute. On en profite
pour sappeler les caractéristiques C1, C2 et C3, L.a démonstration n®1.1 est
ébauchée sans pouveoir conciure evraiment», ayant toujours i se persusder
que le quadrilattre A’CC’A n'est pas croisé. La démonstration n°1.2 n'est
pas trovuvée,

b) 1.”introduction des vecteurs.

C’est alors que je décide de colorier de 1a méme fagon tous les vecteurs
égaux apparaissant au 1ableau. Les réponses ne se font pas attendre, certains
€laves allant méme jusqu'd fournir ia solution compléte (démonstration
1n°1.4) que je recopie au fur et & mesure au tableau. On vérifie, ensemble, que
cette solution est acceptable, puis on valide. La démonstration n®1.4 nous a
rassuré sur la simplicité de la prewve et a montré, sur un exemple simple,
combien 1’ utilisation de la relation de Chasies et de ia caractérisation

M miliew de f[AB] & Hf = ﬂ?é pouvait étre précieuse,

Elle permet de transformer un exercice de géométrie classigue, qui pose pro-
bléme aux €léves, en un exercice simple aux aliures aigébriques.

¢) L'euverture sur d*autres probiémes.

L’incapacité de donner une solition géométrique rigoureuse nous inquie-
te tous. On dégage alors existence d'un centre de symétrie pour préparer,
pour e cours suivant, une démonstratien du type n®1.2,

Suivani I'intérét manifesté par la ciasse, on peut envisager les prolonge-
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ments du HI;
IH1- Quelques prolongements,

Exercice n®2:
On considére la méme construction ou'd Pexercice n°1 mais on
suppose, cette fois-ci, que ABCD
est un carre. Quelie est la nature A’

du quadrifatére A'B'C'D’ 7 \
Démonstration n°2.1: B L g

11 suffit d’adapter la démonstration n®1.2

en rempiagant la symétrie centrale par Ia
rotation de centre & ¢t d’angle 90° trans-
formant A en B pour constater que celte
rotation transforme aussi A’B'C’D’ en
BCDA fgure 3

ﬂl’

Démonstration n°2.2 :
En classe de Premitre, on pourra miliser Je prodait scataire pour vérifier

que I'angle [YA'B" est droit:

DA AF =04 « AAMACB + BB) = D'A.BB + AR AR
wl-2=0
puis achever en notant que A’B'C'D’ est déja un paratlélogramme {d’aprés
I"exercice n°1) et que A'B” = A°D (d’aprés Pythagore).
Lexercice a°2 peut tre utilisé dis
ta Quatriéme comme application du
théoreme de Pythagore

Démonstration n°2.3 :
A'KC’ est rectangle en X, donc

AC =Y 5917 <1¥16 en posant

ﬂl
AB =L Deméme B'D'= /Y10, \a
A'B'C’EY est done un paraltélogramme  fignre 4 o
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{d'aprés la démonstration n*1,2) dont les diagonales sont égales: ce sera
donc un rectangle.

Toujours d’aprés Pythagore !

AR =¥+ 412 =I¥S et BC’ =1¥5 de sorte que A'R’'C'D' soit bien un
carvé, COFD.
Une variante de cette démonstration 2.3 consiste A montrer que A'B'C'D’

T

¢si un rectangle en prouvant que 1'angle D’A’B’ est droit, ce qui est clair vu
que les triangles rectangles superposables apparaissent dans la figure 4.

Exercice n°3 :
81 ABCD est un josange, peut-on affirmer qus A'B'C'D’ en sera
encore un?

Un dessin permet de s’assurer que non. Mais on peut aller plus loin dans
le cadre du programme de Terminale :

Exercice n®4 :
On suppose que ABCD est un losange et on considére la

construction de 'exercice n®1, A quelies conditions sur ABCD le
guadrilatdre A'B'C'D" obtenu sera-t+il un losange ?

Démonstration n%4.1 ;
Ona A'B'’= BA'? + BR'L .
2BA’. BB’ cos(r ~ B)
= S + 41 cosP.
De méme B'C™? = SP + 48 cosal,

A’B'C"D’ sera donc un losange
ssi A'B" = 8'C’, c'est-a-dire
costt = cosP. Comme ¢ + = et
0 < o < &, cette condition éguivaut
ac=f =12 c'est-a-dire 3 ABCD
est un carrs. CQFD.

On aurait tout de méme hien aimé obtenir un losange ABCD qui ne soit
pas un careé et F'exercice n°4 nous faisse sur notre faim. Aussi semble-t-i]
naturel de se poser 1a question ssivante ;
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figure 6

Exercice n°§ :

Sur la figure 6, ABCD étant un parallélogramme, est-il possible

que A'B'CTY soit un losange 7

A'B'C'D’ sera un losange s8i 4’87 = B'C% Comme A'B% = P+ dmP +
aim cosp et ;'i't::“2 = m* + 41 + 4Im cosc, cela se traduira en disant que m/
est solution de Véquation du second degré en X

3X2 =S costX -3 =1
La condition nécessaire et suffisante cherchée est donc

m . 4costt+ ¥9 + 16005 0
! 3
Pour un choix de @, il existe donc un seul parallélogramme ABCD, & une

similitude prés, qui réponde A la question.

Exemple: Prenons /=3 ettt =n/3, on obtient m =2 + Y3 ~56etla figure

7.
Sous Uéclairage des complexes.

Notons a, b, ¢, d a’, b’, ¢’, d' les affixes des points 4, B, ... D'de la figu-
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re | ot /1 application de C* dans C* qui & (a,b,c,d) associe (a'b'.c".d"). On 8

a:dq‘d’ a' =g
' 2
b as+q '
3 i équivaut A br=e-b Y
‘ T ‘ (5)
o= 3 ¢ edd—c
dnﬁii.ﬁl  d'x2a-d

La matrice de f dans Ia base canonique de ¢* e inversible, donc f sera
bijective tout comme Papplication F qui a un quadrilatire ABCD associe e
quadrilatére A'B"C'D".

Si A'B'C'D’ est donné, il est d'ailleurs facile d’obtenir

aﬁ-iég(a’ +2b" +4¢’ +84") "ol A puis B milieu de JAA], etc.

L'utilisation des complexes nous donne une nouvelle preuve facile de
I'exercice n°l: |

ABCD paraliélogramme - b ;‘ 4z “; £ (1)
A'BCDY parallélogramme o © bid g ¥3)

2 2
et T'on vérifie que (1) e (2) grice au systdme (S}, '

On en montre méme un pew plus : que Papplisation ¥ induit nre bijection
de Pensembie des parallélogrammes dans lui-méme,

Il est aussi possible d’envisager un triangle équilatéral o tout autre poly-
gone régulier convexe A la place du parali€iogramme ABCD.

Exercice n°6:
Le triangle ABC de la figure 6 est dguilatéral, De plus, A, Bet C
sont les millaux respactits de [OC], [AA] et [BBY. -
Montrer que la tlangle A'B'C’ est encore Squilatéral,

L'exercice est accessible d2s la Troisitme grice aux rotations :
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Démonstration n°6.1 : A
Soit O le centre de gravité du tri- '
angle ABC. La rotation de centre
O et amenant A sur B est d’angle
120" (pour une orientation du plan
convenable), Elle transforme 8 en
€ et C en A. Conservant les
milieux, elie transformera aussi A’
enB. BenC' et CenA’ Lewi-
angle A'B’C" sera bien &quilatéral.  ©

Par contre, en Terminale, deux

autres méthodes au moins sont
disponibles : figure 8 g

Démonstration n°6.2 :

Dans un repére orthonormal convenable, les points A, B et C auront pour
affixes 1, ¢tj2 Ennotanta’, &', ¢’ les affixes des points 4, B', €', on aura:

] l \
a; =
a'=2-1
‘i, d'ol b'= {2f 1
b taj? 0 | Jé}i )
2 =2 - 1)
i M
2

ce gui montre que A'B'C' est équiiatéral,

Bémonstration n°6,3 :
Dans le triangie A'BR":

AR wi?+ 4l? - 2!.2!.005(:.': - g} = T2
ot ! = AB. Done A'B' =I¥7 etil suffit de recommencer avec B'C' st C'A "

Er comme je brile d'envie de le faire, je finirai par 1'énoncé d’un probie-
me voisin posé par le mathématicien arabe Abul Wafa (X sidcle) dans son
livre «Constructions géoméiriques nécessaires & U'artisans, ¢t que 1’on trou-

‘ve dans «'Histoire des Mathématigues pour les Colléges» (IREM Paris VII,

Cedie, 1980). H permet d'utiliser les rotations & ia manidre de la démonsira-
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tion n°2.1 et peut 2tre proposé avec profit aprds une séquence de travail sur
I'exercice n°] :

Exercice n°7:

@ Abul Wafa propose de construire un carré A partir da 3 carrés
: identiques. I en découpe 2 suivant une diagonale et dispose les
& morceaux obtanus comme indiqué dans la figurs 9.

= a) Prouver que ABCD est un carré.

~ b) Calouler AB,

& ©) Montrer que MNS st SNA sont symétriques par rapport au point
N, ce qui permetira une découpe facile et fa reconstitution d'un
% seul grand carré,

Démenstration n®9,}

a) L'image de A par la rotation de centre O e1 d’angle 90° est B,

En etfet, cette rotation r transforme 5 en 7, et la droite {SA) perpendicutaire 3
{25} en la perpendiculaire 3 A

{OT) en T, c’est-a-dire (TB). r
transforme aussi A’ en B’ {car
SA' = TB’ et [SV] est transfor-
mé er [TS]) done transformera '} al
ja perpendiculaire A (SV) en A’ Rk
A’ ¢’est-a-dire (AA'}, en la P L. B
perpendicuiaire 4 (TS} en B', H, &
c’est-d-dire (BB’). Finalement D ©
rfA) € {TR) ~ (BB'} donc T
rA)= B,

by AB=z=a¥3 oba=ST

¢} AN = NB d’aprids Thalds

dans le triangle BHA. Thales J8We?
permet ausst le calcwi de NS

B el o NB =8 NS =NB 5B =9Y2 _ 2
AH 2 2 7 2

C

Donc MN = MT — NT = MT — (NS + SB' + B'T) = 9-53---2@ , tous calculs
faits. CQFD.
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